
ОСЦИЛАЦИЈЕ У МАШИНСТВУ 

СИСТЕМИ СА ДВА СТЕПЕНА СЛОБОДЕ 

ПРИНУДНЕ НЕПРИГУШЕНЕ ОСЦИЛАЦИЈЕ 

Разматрамо само случајеве у којима на систем дјелује проста принудна сила 

𝑄∗ = 𝑄0 sinΩ𝑡 

Опште рјешење нехомогеног система линеарних диференцијалних једначина са 

константним коефицијентима: 

𝑞1 = 𝑞1ℎ + 𝑞1𝑝
𝑞2 = 𝑞2ℎ + 𝑞2𝑝

 

Парцијална рјешења се траже у облику: 

𝑞1𝑝 = 𝑃1 sinΩ𝑡

𝑞2𝑝 = 𝑃2 sinΩ𝑡
 

Систем диференцијалних једначина записан у матричном облику: 

[
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] {
�̈�1
�̈�2
} + [

𝑐11 𝑐12
𝑐21 𝑐22

] {
𝑞1
𝑞2
} = {

𝑄01 sinΩ𝑡
𝑄02 sinΩ𝑡

} 

Уврштавањем претпостављених парцијалних рјешења у претходну једначину, систем од 

двије диференцијалне једначине сводимо на систем од двије алгебарске једначине: 

[
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] {
−𝑃1Ω

2 sinΩ𝑡

−𝑃2Ω
2 sin Ω𝑡

} + [
𝑐11 𝑐12
𝑐21 𝑐22

] {
𝑃1 sinΩ𝑡
𝑃2 sinΩ𝑡

} = {
𝑄01 sinΩ𝑡
𝑄02 sinΩ𝑡

} 

[
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] {
−𝑃1Ω

2

−𝑃2Ω
2} + [

𝑐11 𝑐12
𝑐21 𝑐22

] {
𝑃1
𝑃2
} = {

𝑄01
𝑄02

} 

[
−𝑎11Ω

2 −𝑎12Ω
2

−𝑎21Ω
2 −𝑎22Ω

2] {
𝑃1
𝑃2
} + [

𝑐11 𝑐12
𝑐21 𝑐22

] {
𝑃1
𝑃2
} = {

𝑄01
𝑄02

} 

[
𝑐11 − 𝑎11Ω

2 𝑐12 − 𝑎12Ω
2

𝑐21 − 𝑎21Ω
2 𝑐22 − 𝑎22Ω

2] {
𝑃1
𝑃2
} = {

𝑄01
𝑄02

} 

(𝑐11 − 𝑎11Ω
2)𝑃1 + (𝑐12 − 𝑎12Ω

2)𝑃2 = 𝑄01 

(𝑐21 − 𝑎21Ω
2)𝑃1 + (𝑐22 − 𝑎22Ω

2)𝑃2 = 𝑄02 

Примјеном Крамеровог правила добија се: 

𝑃1 =

|
𝑄01 𝑐12 − 𝑎12Ω

2

𝑄02 𝑐22 − 𝑎22Ω
2|

Δ(Ω2)
, 𝑃2 =

|
𝑐11 − 𝑎11Ω

2 𝑄01
𝑐21 − 𝑎21Ω

2 𝑄02
|

Δ(Ω2)
 

Δ(Ω2) = |
𝑐11 − 𝑎11Ω

2 𝑐12 − 𝑎12Ω
2

𝑐21 − 𝑎21Ω
2 𝑐22 − 𝑎22Ω

2| 

  



ЗАДАТАК 

Систем, приказан на слици, састоји се од хомогеног крутог штапа, масе 𝑚1 = 4𝑚 и 

дужине 3𝑙 2⁄ , и хомогеног кружног диска, масе 𝑚2 = 2𝑚 и полупречника 𝑟. Штап може 

да се обрће у вертикалној равни око осе O, док диск може да се котрља без клизања по 

хоризонталној подлози. На штап дјелује принудна сила 𝐹∗ чији се интензитет мијења 

према закону 𝐹∗ = 𝑚𝑔 3⁄ sin√𝑔 𝑙⁄ 𝑡. Написати диференцијалне једначинe принудних 

осцилација. Одредити кружне фреквенције слободних осцилација система и амплитуде 

принудних осцилација. Написати опште једначине осциловања система око 

равнотежног положаја. Дато је: 𝑐1 = 2𝑐, 𝑐2 = 𝑐 = 4𝑚𝑔 𝑙⁄ . 

 

 

𝑞1 = 𝜑, 𝑞2 = 𝑥 

𝐸𝑘 =
𝐼𝑂�̇�

2

2
+
𝑚2�̇�

2

2
+
𝐼𝐵�̇�

2

2
 

𝑣𝐵 = 𝐵𝑃𝑣̅̅ ̅̅ ̅�̇� = 𝑟�̇�
𝑣𝐵 = �̇�

} ⇒ 𝑟�̇� = �̇� ⇒ �̇� =
�̇�

𝑟
 

𝜑 

𝑥 

𝐵 

𝑃𝑣 
�̇� 

𝑇 

𝑙

4
 

ℎ =
𝑙

4
−
𝑙

4
cos 𝜑 

𝐾 𝛿𝑟𝐾  



𝐼𝑂 = 𝐼𝑇 +𝑚1𝑇𝑂̅̅ ̅̅
2 =

𝑚1 (
3
2 𝑙)

2

12
+𝑚1 (

𝑙

4
)
2

=
3𝑚1𝑙

2

16
+
𝑚1𝑙

2

16
=
𝑚1𝑙

2

4
=
4𝑚𝑙2

4
= 𝑚𝑙2 

𝐼𝐵 =
𝑚2𝑟

2

2
=
2𝑚𝑟2

2
= 𝑚𝑟2 

 

𝐸𝑘 =
𝑚𝑙2�̇�2

2
+
2𝑚�̇�2

2
+
𝑚�̇�2

2
=
𝑚𝑙2�̇�2

2
+
3𝑚�̇�2

2
 

𝑎11 = 𝑚𝑙
2, 𝑎12 = 0, 𝑎22 = 3𝑚  

 

𝐸𝑝 = +𝑚1𝑔ℎ +
1

2
𝑐1(𝑙 sin𝜑 − 𝑥)

2 +
1

2
𝑐2𝑥

2 

𝐸𝑝 = 4𝑚𝑔
𝑙

4
(1 − cos𝜑) +

1

2
2𝑐(𝑙 sin𝜑 − 𝑥)2 +

1

2
𝑐𝑥2 

𝐸𝑝 ≈ 𝑚𝑔𝑙 (1 − 1 +
𝜑2

2
) +

1

2
2
4𝑚𝑔

𝑙
(𝑙𝜑 − 𝑥)2 +

1

2

4𝑚𝑔

𝑙
𝑥2 

𝐸𝑝 ≈
1

2
𝑚𝑔𝑙𝜑2 +

1

2

8𝑚𝑔

𝑙
(𝑙2𝜑2 − 2𝑙𝜑𝑥 + 𝑥2) +

1

2

4𝑚𝑔

𝑙
𝑥2 

𝐸𝑝 ≈
1

2
(9𝑚𝑔𝑙𝜑2 − 2 ∙ 8𝑚𝑔𝜑𝑥 +

12𝑚𝑔

𝑙
𝑥2) 

𝑐11 = 9𝑚𝑔𝑙, 𝑐12 = −8𝑚𝑔, 𝑐22 =
12𝑚𝑔

𝑙
 

 

𝛿𝐴∗ = �⃗�∗ ∙ 𝛿𝑟𝐾 = 𝐹
∗𝛿𝑟𝐾 cos 0 = 𝐹

∗𝛿𝑟𝐾 =
𝑚𝑔

3
sin (√

𝑔

𝑙
𝑡) 𝛿𝑟𝐾 =

𝑚𝑔

3
sin (√

𝑔

𝑙
𝑡) 𝑙𝛿𝜑 

𝑄01 =
𝑚𝑔𝑙

3
, 𝑄02 = 0  

 

Диференцијалне једначинe принудних осцилација 

[
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] {
�̈�1
�̈�2
} + [

𝑐11 𝑐12
𝑐21 𝑐22

] {
𝑞1
𝑞2
} = {

𝑄01 sinΩ𝑡
𝑄02 sinΩ𝑡

} 

[𝑚𝑙
2 0
0 3𝑚

] {
�̈�
�̈�
} + [

9𝑚𝑔𝑙 −8𝑚𝑔

−8𝑚𝑔
12𝑚𝑔

𝑙

] {
𝜑
𝑥
} = {

𝑚𝑔𝑙

3
sin (√

𝑔

𝑙
𝑡)

0

} 

 



Кружне фреквенције слободних осцилација система 

|
𝑐11 − 𝑎11𝜔

2 𝑐12 − 𝑎12𝜔
2

𝑐21 − 𝑎21𝜔
2 𝑐22 − 𝑎22𝜔

2| = 0 

|
9𝑚𝑔𝑙 − 𝑚𝑙2𝜔2 −8𝑚𝑔

−8𝑚𝑔
12𝑚𝑔

𝑙
− 3𝑚𝜔2

| = 0 

(9𝑚𝑔𝑙 − 𝑚𝑙2𝜔2) (
12𝑚𝑔

𝑙
− 3𝑚𝜔2) − 64𝑚2𝑔2 = 0 

108𝑚2𝑔2 − 27𝑚2𝑔𝑙𝜔2 − 12𝑚2𝑔𝑙𝜔2 + 3𝑚2𝑙2𝜔4 − 64𝑚2𝑔2 = 0 

3𝑚2𝑙2𝜔4 − 39𝑚2𝑔𝑙𝜔2 + 44𝑚2𝑔2 = 0 

3𝑙2𝜔4 − 39𝑔𝑙𝜔2 + 44𝑔2 = 0 

 

𝜔2 = 𝑘 

3𝑙2𝑘2 − 39𝑔𝑙𝑘 + 44𝑔2 = 0 

𝑘1 2⁄ =
39𝑔𝑙 ± √1521𝑔2𝑙2 − 528𝑔2𝑙2

6𝑙2
=
39𝑔𝑙 ± 31,51𝑔𝑙

6𝑙2
= {

𝑘1 = 1,248
𝑔

𝑙

𝑘2 = 11,75
𝑔

𝑙

 

{
 

 𝑘1 = 1,248
𝑔

𝑙
⇒ 𝜔1 = 1,12√

𝑔

𝑙

𝑘2 = 11,75
𝑔

𝑙
⇒ 𝜔2 = 3,43√

𝑔

𝑙

 

Амплитуде принудних осцилација 

Δ(Ω2) = |
𝑐11 − 𝑎11Ω

2 𝑐12 − 𝑎12Ω
2

𝑐21 − 𝑎21Ω
2 𝑐22 − 𝑎22Ω

2| = |
9𝑚𝑔𝑙 − 𝑚𝑙2

𝑔

𝑙
−8𝑚𝑔

−8𝑚𝑔
12𝑚𝑔

𝑙
− 3𝑚

𝑔

𝑙

| 

Δ(Ω2) = |

8𝑚𝑔𝑙 −8𝑚𝑔

−8𝑚𝑔
9𝑚𝑔

𝑙

| = 72𝑚2𝑔2 − 64𝑚2𝑔2 = 8𝑚2𝑔2 

𝑷𝟏 =

|
𝑄01 𝑐12 − 𝑎12Ω

2

𝑄02 𝑐22 − 𝑎22Ω
2|

Δ(Ω2)
=

|

𝑚𝑔𝑙
3 −8𝑚𝑔

0
9𝑚𝑔
𝑙

|

8𝑚2𝑔2
=
3𝑚2𝑔2

8𝑚2𝑔2
=
𝟑

𝟖
 

𝑷𝟐 =

|
𝑐11 − 𝑎11Ω

2 𝑄01
𝑐21 − 𝑎21Ω

2 𝑄02
|

Δ(Ω2)
=

| 8𝑚𝑔𝑙
𝑚𝑔𝑙
3

−8𝑚𝑔 0
|

8𝑚2𝑔2
=

8
3𝑚

2𝑔2𝑙

8𝑚2𝑔2
=
𝒍

𝟑
 



Oпште једначине осциловања система око равнотежног положаја 

𝑞1 = 𝑞1ℎ + 𝑞1𝑝
𝑞2 = 𝑞2ℎ + 𝑞2𝑝

,
𝜑 = 𝜑ℎ + 𝜑𝑝
𝑥 = 𝑥ℎ + 𝑥𝑝

 

 

𝜑1 = 𝐴1
(1) sin(𝜔1𝑡 + 𝛼1) 𝜑2 = 𝐴1

(2) sin(𝜔2𝑡 + 𝛼2)

𝑥1 = 𝜂1𝐴1
(1) sin(𝜔1𝑡 + 𝛼1) 𝑥2 = 𝜂2𝐴1

(2) sin(𝜔2𝑡 + 𝛼2)
 

𝜂 = −
𝑐11 − 𝑎11𝜔

2

𝑐12 − 𝑎12𝜔2
⇒

{
 
 

 
 
𝜂1 = −

𝑐11 − 𝑎11𝜔1
2

𝑐12 − 𝑎12𝜔1
2 = −

9𝑚𝑔𝑙 − 𝑚𝑙2 ∙ 1,248
𝑔
𝑙

−8𝑚𝑔
= 0,97𝑙

𝜂2 = −
𝑐11 − 𝑎11𝜔2

2

𝑐12 − 𝑎12𝜔2
2 = −

9𝑚𝑔𝑙 − 𝑚𝑙2 ∙ 11,75
𝑔
𝑙

−8𝑚𝑔
= −0,34𝑙

 

 

𝜑1 = 𝐴1
(1)
sin (1,12√

𝑔

𝑙
𝑡 + 𝛼1) 𝜑2 = 𝐴1

(2)
sin (3,43√

𝑔

𝑙
𝑡 + 𝛼2)

𝑥1 = 0,97𝑙𝐴1
(1) sin (1,12√

𝑔

𝑙
𝑡 + 𝛼1) 𝑥2 = −0,34𝑙𝐴1

(2) sin (3,43√
𝑔

𝑙
𝑡 + 𝛼2)

 

 

𝜑ℎ = 𝐴1
(1) sin (1,12√

𝑔

𝑙
𝑡 + 𝛼1) + 𝐴1

(2) sin (3,43√
𝑔

𝑙
𝑡 + 𝛼2) 

𝑥ℎ = 0,97𝑙𝐴1
(1) sin (1,12√

𝑔

𝑙
𝑡 + 𝛼1) − 0,34𝑙𝐴1

(2) sin (3,43√
𝑔

𝑙
𝑡 + 𝛼2) 

 

𝜑𝑝 = 𝑃1 sinΩ𝑡 =
3

8
sin (√

𝑔

𝑙
𝑡)

𝑥𝑝 = 𝑃2 sinΩ𝑡 =
𝑙

3
sin (√

𝑔

𝑙
𝑡)

 

 

𝝋 = 𝑨𝟏
(𝟏)
𝐬𝐢𝐧 (𝟏, 𝟏𝟐√

𝒈

𝒍
𝒕 + 𝜶𝟏) + 𝑨𝟏

(𝟐)
𝐬𝐢𝐧 (𝟑, 𝟒𝟑√

𝒈

𝒍
𝒕 + 𝜶𝟐) +

𝟑

𝟖
𝐬𝐢𝐧 (√

𝒈

𝒍
𝒕)

𝒙 = 𝟎, 𝟗𝟕𝒍𝑨𝟏
(𝟏) 𝐬𝐢𝐧 (𝟏, 𝟏𝟐√

𝒈

𝒍
𝒕 + 𝜶𝟏) − 𝟎, 𝟑𝟒𝒍𝑨𝟏

(𝟐) 𝐬𝐢𝐧 (𝟑, 𝟒𝟑√
𝒈

𝒍
𝒕 + 𝜶𝟐) +

𝒍

𝟑
𝐬𝐢𝐧(√

𝒈

𝒍
𝒕)

 


